11. évfolyam gimndazium, 1. fordulo

pontozdsi utmutato

1. Egy szabalyos dobdokockéval 4-szer dobunk egymas utéan.
a) Hanyféle dobassorozat johet létre?
b) Hanyféle dobassorozat van, melyben a masodik dobasra, és csak arra dobunk,
3-ast?
€) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az elsé dobas eredménye kiilonbozik a
tobbi dobas eredményétdl?

Megoldas:

a) Mindegyik dobas hatféle lehet, igy dsszesen 6* = 1296 szdmsorozatot kaphatunk.

(2 pont)
b) Az egy harmas helyére egy hely van, a t6bbi helyre 6t szdmjegy keriilhet, igy a
feltételnek megfeleld szamsorozatok szama: 5° = 125. (2 pont)
C) Az els6 helyen hatféle szam allhat, mig a tobbi helyen 6tféle szam. (2 pont)
Ezért a kedvezé esetek szama 6-5° = 750. (2 pont)
.c3
A kérdéses valdszintiség: P = 66—54 ~ 0,579 (2 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Tekintsiik az (p + 10)x2 + (2p — 4)x + 6 = 0 masodfoku egyenletet, ahol p valds
paraméter; x;, x, az egyenlet valos gyokeit jelolik.
a) A p paraméter mely értékére lesz x; +x, =07?
1

b) A p paraméter mely értékére lesz xiz t5=27
1 2

Megoldds:

A feladat kérdéseibdl adodik, hogy az egyenlet masodfoka, p # —10 és akkor van
valos gyok, ha a diszkriminans

(2p —4)? —24(p + 10) = 0, (1 pont)
ahonnan
p? —10p — 56 > 0. (1 pont)
Ez akkor teljesiil, ha p < —4 vagy p > 14. (1 pont)
a) A gyokok és egyiitthatok dsszefiiggésébol
X, +x, = — ;27213 = (1 pont)
Ez p = 2 esetén teljesiil, amire nincs valos gyok, igy a gyokok osszege sohasem lesz
0. (1 pont)

b) A gy6kok szorzata , ezért, ha vannak valds gyokok, akkor azok egyike sem O.

p+10
Az Osszefiiggést atalakitva:

x? + x5 = 2(x1x,)?, (1 pont)
(1 + x2)% = 221, = 2(x1%2)° .
(1 pont)



o 4-2p\ 2 12 2
Maskeppen:(p+10) Ebverie 2 (p+10) , ahonnan (1 pont)
p?—7p—44=0,amip = —4 ésp =11 esetén teljesiil. (1 pont)
Az eredeti egyenletnek p = 11 esetén nincs valds gyoke,
p = —4 esetén teljesiil a valos gyokok kozotti sszefliggés. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. Egydobozban 6sszesen 79 darab fehér és piros golyo van, melyek kozott vannak nagyok
és kicsik is. A kovetkezoket tudjuk:

e A piros golyok szama oszthato 11-gyel.
e Legkevesebb a kis fehér golyobdl van.
e A nagy piros golyok szama egyenlé a fehér golyok szamaval.
e Mindegyik fajta goly6 szdma primszam.
Melyik fajta goly6bodl hany darab van?

Megoldas:

A negyedik feltétel alapjan a négy primszam Gsszege csak gy lehet 79,
ha valamelyik golyobdl 2 db van, ami csak a kis fehér golyok szama lehet. (2 pont)
A nagy piros golyok szdmat jelolje P, a kis piros golyok szamat p, a nagy

fehér golyok szamat F. Az el6zéek alapjan P+ p + F = 77. (2 pont)
Mivel P + p oszthat6 11-gyel, ezért a fenti egyenletb6l adodik,

hogy F is oszthat6 11-gyel, de mivel prim is, ezért F = 11. (3 pont)
Innen P +p=66¢és P =F+2=13. (1 pont)
A fentiek alapjan a kis piros golyok szama 53, ami primszam. (2 pont)

Osszesen: 10 pont



4. Az egyenlo szart ABC haromszégben AB = AC. Az alap és a szar hosszanak az aranya
2:5.
a) Igazoljuk, hogy a haromszdg sulypontja illeszkedik a haromszog beirt korére.

b) Hanyszorosa a haromszog koré irt kor sugara a beirt kor sugaranak?

Megoldas:

Készitsiink abrat!

A T B

a) A feltételek alapjan, ha AB= 2x, akkor BC = 5x. A haromszog félkeriilete 6X.
(1 pont)
A haromszog CT magassaga a CTB derékszogili haromszogb6l: CT =v24x. (1 pont)
6
A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva r - 6x = x - vV24x. Innenr = \/3—_36.

(2 pont)
Jelolje S a beirt kor és a CT magassag (sulyvonal) metszéspontjat.

2v6
. TS (Tx> I ,
Igy o = (vex) — 3 ami azt jelenti, hogy az S pont a CT-n a sulypont. (2 pont)

b) A koré irt kor sugara: R =

2x:5x-5x T
, a beirt kor sugara: = e (2 pont)

R 25
Behelyettesitve a T = 2v/6x2-t, —= adodik. (2 pont)
Osszesen: 10 pont



5. Egységnyi oldalu szabalyos haromszog belsejében van 33 kiilonboz6 pont. Bizonyitsuk
be, hogy van koztikk 3 olyan, amelyek altal meghatarozott haromszog teriilete nem

. V3
nagyobb, mint e

Megoldas:

Osszuk fel a szabalyos haromszog oldalait 4 egyenlo részre, és az osztopontokat kossiik
Ossze az oldalakkal parhuzamos szakaszokkal, 1asd abra!

fgy a haromszoget 16 egybevagd kis szabalyos haromszogre bontottuk. (4 pont)
Ebben az abraban akarhogy is helyeziink el 33 pontot, lesz harom olyan pont, melyek
egy kis haromszogben, vagy annak hataran vannak. (3 pont)
Ilyen harom pont altal meghatarozott haromszog teriilete legfeljebb 16-od része az
eredeti haromszog teriiletének, ami AE = V3 .
4 16 64
(3 pont)
Osszesen: 10 pont

6. AzZN=9+99+999+...+99...9 szam tizes szamrendszerbeli alakjaban hanyszor fordul
el az 1-es szamjegy, ahol az N utols6 tagja 2023 darab 9-es szamjegyet tartalmaz?

Megoldas:

Az sszegben szerepl6 n-edik tagot irjuk at a kovetkezo alakba: 99...9 = 10"-1(4 pont)
Ha mindegyik tagra elvégezziik a fenti atirast, akkor,

N=10+10%+10%+ ... + 102022 _2023 =111...10 - 2023 (2 pont)
A kivonas elvégzése utan:
N=111...109087, ami 2019 darab 1-es szamjegyet tartalmaz. (4 pont)

Osszesen: 10 pont



